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随机响应面法在结构随机响应计算中的应用
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摘 � � � 要: 传统的响应面方法以一般多项式逼近结构的随机响应, 但这种方式并不能保证收敛性. 以随机

多项式为基础的随机响应面方法, 可以弥补这一不足.两个数值例子和一个发动机轮盘实例来验证这一方法

的有效性. 结果表明:随着随机多项式次数的增加, 随机响应面所得到的响应概率密度曲线愈加趋近于由蒙

特卡罗方法所得到的概率密度曲线.
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Abstract: Classical r esponse surface method approaches the st ructur al stochast ic re�
sponse using a g roup of general polynom ials, but this method can not guarantee conver�
gence. Stochastic response surface method can compensate the draw back o f the classical re�
sponse sur face. Tw o numerical ex amples and a practical ex ample of an aero engine disk w er e

presented herein to validate stochast ic response surface method. T he results show that , w ith

the increasing order of po lynomial chaos, the pr obability density cur ve of a response approa�
ches the results f rom M onte Carlo simulat ions.
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� � 人们对现代结构的设计不仅要求设计出的结

构在常规使用状态下不发生失效,而且要求在某

些非常规状态下, 仍能保证安全性.这就对结构的

设计提出了更为苛刻的要求, 并且需要更先进的

设计方法来支撑这一理念. 因此对结构由于载荷、

材料等不确定性所引起的结构响应的不确定性的

评价方法就显得尤为重要. 到目前为止,许多概率

分析方法已经被应用到了结构响应的不确定分析

中,比较常见的方法有:蒙特卡罗方法、随机有限

元方法、响应面方法以及神经网络方法等.蒙特卡

罗方法,是目前公认的结构不确定性分析的经典

方法.它的特点是模型精度高,常常被用来衡量其

它方法计算结果的准确程度, 并且蒙特卡罗方法

易于和现有的有限元分析软件相结合, 因此在工

程实践中得到广泛的应用. 但蒙特卡罗方法也具

有先天的内在不足, 其模型的高精度是以大量的

仿真试验为代价的, 因此也被公认为一种费时的

分析方法.随机数学的蓬勃发展,使得从分析的角
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度得到结构响应的统计规律成为可能. 随机有限

元方法就是在确定性有限元基础上发展起来的以

理论分析为基础、数值求解为手段的结构不确定

性分析方法. 从理论背景来考虑,确定性有限元方

法研究的是在给定物理域内的微分方程问题, 而

随机有限元方法则是研究在给定物理域内的随机

微分方程问题.因此随机有限元方法是确定性有

限元理论与随机分析理论相结合的产物, 目前比

较常见的方法有[ 1�5] :摄动有限元方法( Perturba�
t ion method)、纽曼展开方法 ( Neumann expan�
sion method)、谱有限元方法( Spect ral method)

等.随机有限元方法使从理论上求解随机结构的

响应问题成为可能, 但是由于上面提到的方法本

身的缺陷以及实际结构的复杂性,使得随机有限

元方法尚不能像确定性有限元方法那样处理复杂

的结构响应问题, 而仅仅局限于比较简单的问题,

而且目前以随机有限元为理论基础的商业软件尚

不多见,这也限制了这种方法在工程上的应用. 响

应面方法分为局部响应面方法和全局响应面方

法,而全局响应面方法也被称为代理模型( Sur ro�
gate model) ,是指计算量小、但计算结果与高精

度模型的计算结果相近的分析模型. 在结构分析

过程中,响应面方法常常被用来替代原有的物理

模型,以克服由于考虑不确定性问题所带来的仿

真计算量过大的问题. 目前工程中所采用的响应

面模式是基于多项式的回归模型,其中以二次多

项式回归模型为主,这种模型的优点是使用简单,

计算量小,但同时也存在很多的不足[ 6] : �多项式

模型的自适应性能力不足, 其模型的准确性很大

程度上取决于样本点的选择; � 多项式模型的柔

性不足,遇到非线性程度强烈的情况会出现很大

的误差.神经网络方法也可称为一种代理模型, 它

是现在研究和应用中非常活跃的一个领域, 特别

对那些复杂的、高度非线性问题的分析,越来越多

的学者倾向于用神经网络方法进行分析. 但是对

于神经网络的支持者和使用者常常容易忽视一个

问题是神经网络的过拟和问题( Overf it t ing prob�
lem) [ 7�8] ,即神经网络对历史数据或者训练的数据

能提供很好的拟和结果, 而对新的数据确不能够

拟和的很好. 神经网络只能是对响应面方法的补

充,而不能取代响应面方法,因为神经网络方法最

多只能给出一个预测模型, 不能给出对所描述模

型的更为深刻的见解. 而且,也没有足够的理由相

信由神经网络获得的结果优于那些经过缜密设计

的响应面方法获得的结果[ 8] . 因此,从理论上需要

找到一种形式和响应面方法一样简单, 而且对结

构的随机响应具有高精度逼近的方法, 这种方法

就是本文提到的随机响应面方法( Sto chast ic re�
sponse sur face method) .

1 � 随机响应面方法

1. 1 � 随机响应面方法介绍

� � �随机响应面方法�这一名词,从现有的文献

资料上来看, 最早是由美国的 Isukapalli 博士于

1998年在对环境和生物系统中的不确定性问题

的研究中所提出来的
[ 9�10]

. 而他的学术灵感则来

源于 Ghanem 博士和 Spanos 博士对随机有限元

的研究工作
[ 5]

.从数学的理论背景来看,随机响应

面方法的影子最早可追溯到数学家 Wiener 对布

朗运动的研究.在他对布朗运动的随机过程的理

论研究中, 提出了�齐次随机函数( Homogeneous

chaos)� [ 11] (这里的 chaos 的概念是指随机性, 与

非线性动力系统中的混沌是不一样的, 本文将

chaos译为随机性,而 chaos作为混沌的意思被提

出则是在 Wiener 提出齐次随机的 37 年后, 由

Yorke首先提出的
[ 12]

) .根据Wiener 对齐次随机

函数的定义,它是正交的 Hermite多项式函数所

张成的集合, 而随机多项式( Po lynomial chao s)则

是齐次随机函数集合中的元素. 以一维问题为例,

考虑定义在实数轴 R= (- � , � ) 上带有 Gauss

测度的函数

�(dx ) = �( x ) dx , �( x ) =
1

2�
e
- x2

2 ( 1)

其中 dx 表示 Lebesgue 测度, �( dx ) 表示在 dx

上的测度.定义以 Gauss 测度的平方可积函数空

间为

L
2
( R, �) = f ( x ) ,�

�

- �
f

2
( x ) �(dx ) < � ( 2)

在 L
2
( R, �) 上的内积定义为

( f , g) � = �
�

- �
f ( x ) g( x ) �(dx ) =

�
�

- �
f ( x ) g( x )�( x )dx ( 3)

设 {H n ( x ) , n = 0, 1, 2, �} 是 Hermite多项

式函数所组成的集合, 则齐次随机函数所组成的

集合可表示为: �
n

i= 0
f iH i ( x ) , n = 0, 1, 2, � .

根据 Cameron�Mart in 定理[ 13] : 在 L
2
(R, �) 空间

中,对于任意一个函数 f ( x ) � L
2
(R, �) ,存在一

个 Fourier�Hermite展开,使得
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f ( x ) = �
�

n= 0
f nH n( x ) ( 4a)

其中 f n 为系数,定义为

f n =�
�

- �
f ( x )H n( x ) �( dx ) = ( f ( x ) , H n( x ) ) �

( 4b)

即 f n 为 f ( x ) 在 H n( x ) 上的投影.从上面的分析

可知:任意来自 L
2
(R, �) 的函数可由 Herm ite 多

项式函数来近似. 当 x 以标准正态变量 �所表示

时,公式( 4a)可表示为

f (�) = �
�

n= 1

f nH n( �) ( 4c)

而对于 R
d
空间上的,定义在 L

2
(R

d
, �

d
) 上的函数

也有类似一维情况时的结论,即任意定义在 R
d 空

间上的随机变量 u(�) ,可表示为

u(�) = a0H 0 + �
�

i
1
= 1

a i
1
H 1(�i

1
( �) ) +

�
�

i
1
= 1
�
i
1

i
2
= 1

ai
1
ai

2
H 2(�i

1
(�) , �i

2
( �) ) +

�
�

i
1
= 1
�
i
1

i
2
= 1
�
i
2

i
3
= 1

ai
1
i
2
i
3
H 3 (�i

1
(�) , �i

2
( �) , �i

3
(�) ) +

�
�

i
1
= 1
�
i
1

i
2
= 1
�
i
2

i
3
= 1
�
i
3

i
4
= 1

ai
1
i
2
i
3
i
4
H 4(�i

1
(�) , �i

2
( �) ,

�i3 (�) , �i4 (�) ) + � ( 5)

这里 �= [ �i
1
, �, �i

d
] 表示 d 个独立的标准正态

随机变量所组成的向量, H n( �i
1
, �, �i

n
) 表示以

{�i
1
, �, �i

n
} 为变量的 Hermite多项式, 可写为

H n(�i1 , �, �in ) = (- 1)
n �ne-

1
2
�T�

��i
1
���i

n

e
1
2
�T�

( 6)

1. 2 � 随机响应面法与传统响应面法的区别

� � 从形式上看,随机响应面方法和传统的响应

面方法很相近,都是用一组多项式函数来近似或

逼近未知函数.但实质上二者有根本的不同.以一

维问题为例, 对于传统的响应面方法,我们会选取

这样一组多项式 {1, x , x
2
, x

3
, �} . 以取前四项

为例,则响应函数可写为

y = a0 + a1 x + a2 x
2
+ a3 x

3 ( 7)

从理论上来讲 { x
i
, i = 0, 1, �, n} 并不是 L

2
( R,

�) 上的一组基,因此用 { x
i
, i = 0, 1, �, n} 去逼

近 L
2
( R, �) 中的元素具有一定的任意性,而且从

数值分析的角度,以 { x
i
, i = 0, 1, �, n} 为基底常

常带来求解方程时系数矩阵是病态的.而以 Her�
mite多项式为基底,公式( 7)可写为

y = b0H 0 ( x ) + b1H 1( x ) + b2H 2( x ) + b3 H 3( x )

( 8)

从上面的分析知道, 以 Herm ite 多项式为基

底可以逼近 L
2
( R, �) 上任意一个元素,即当次数

越高时, 逼近误差越小. 这从理论上保证了在

L
2
( R, �) 空间中通过以 Hermite多项式为基底构

造响应面逼近随机函数可以在概率意义下保证收

敛性,而传统的响应面方法不能保证这一点.

2 � 数值分析

� � 这里以两个数值例子来验证随机响应面方法

的收敛性.其中例 1是单一随机变量的情况, 例 2

是多个随机变量的情况(以两个变量为例) , 这两

个例子都以高度非线性指数函数为参考.

例 1: y = ex , 其中 x 为正态随机变量, 满足

x ~ N (0, 0. 4
2
) . 根据随机响应面方法,构造的以

标准正态随机变量 �为变量的 y = e
x
的二次和三

次随机函数为

y
( 1)
2 = 1. 0833 + 0. 4328�+ 0. 0833( �2 - 1) ( 9)

y
( 1)
3 = 1. 0843 + 0. 4333�+ 0. 0863( �2 - 1) +

0. 0112(�3 - 3�) ( 10)

因为 y = e
x
在区间 (- � , � ) 上是单调递增

函数,可以由概率论的知识得到随机函数 y = ex

的解析形式的概率密度表达式.根据上面的公式

( 9)和( 10) , 并利用 Matlab 中的统计工具箱中的

命令函数,编程得到对应公式( 9)和( 10)的响应的

概率密度曲线.图 1给出了一维指数函数情况下

的解析解、蒙特卡罗数值解以及二次和三次随机

响应面方法得到的结果的对比. 通过对比可看到,

随着随机多项式次数的增加, 随机响应面方法得

到的响应的概率密度曲线越来越趋近于真实解.

图 1 � 一维随机指数函数的比较

Fig . 1 � Comparisons of one�dimension stochast ic

exponential function

例 2: y = ex1+ x2 , 其中 x 1和 x 2为正态随机变

量, x 1 ~ N( 2. 0, 1. 0
2
) , x 2 ~ N ( 4. 0, 0. 5

2
) . 根

据随机响应面方法, 构造的以标准正态随机变量
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�1 , �2为变量的 y = ex1+ x
2 的二次和三次随机函

数为

y
( 2)
2 = 714. 5655 + 807. 256 3�1 + 518. 7429�2 +

325. 949 5(�21 - 1) + 122. 1409(�22 - 1) +

360. 189 9�1�2 ( 11)

y
( 2)
3 = 746. 6790 + 750. 854 8�1 + 451. 7081�2 +

326. 5573(�
2
1 - 1) + 56. 022 8(�

2
2 - 1) +

234. 786 3�1�2 + 98. 7557(�
3
1 - 3�1) +

255. 7056(�
2
1�2 - �2 ) + 86. 424 5(�1�

2
2 - �1) +

14. 178 7(�
3
2 - 3�2) ( 12)

对于二维情形, 以蒙特卡罗方法得到的响应

的概率密度曲线为参考, 图 2 给出了二次和三次

随机响应面得到的结果与蒙特卡罗方法得到的结

果的对比图. 与一维情况类似,从图 2可以看到随

着随机多项式次数的增加, 随机响应面方法得到

的响应的概率密度曲线越来越趋近于以蒙特卡罗

方法得到的参考解.

图 2 � 二维随机指数函数的比较

Fig. 2� Compar isons o f two�dimension sto chastic

exponential function

3 � 发动机压气机算例

� � 本文的分析采用 WP7 发动机的 �级压气机

盘作为实际算例, 并对结构作了简化, 如图 3 所

示.表 1给出了考虑的随机变量,及其对应的数字

特征.

图 4给出了不同方法得到的轮盘上某点应力

的概率密度曲线.从中可以看出随着多项式展开

次数的增加, 随机响应面方法得到的响应的概率

密度曲线趋近于由蒙特卡罗方法给出的参考解.

这说明随机响应面方法在概率意义下能够保证模

型的收敛性. 同时与传统响应面方法一样, 基于多

项式的仿真计算要比基于有限元模型的计算时间

更短,这样无疑提高了计算的效率,并且保证了计

算的精度.

图 3� 简化的WP7压气机盘

Fig . 3 � Simplified WP7 compresso r disk

表 1 � 随机变量分布表

Table 1� Distribution of random variables

变量名称 分布类型 均值 方差

密度/ ( t/ mm3 ) 正态分布 7. 8� 10- 9 3. 9� 10- 10

轮盘转速 �/ ( r/ min) 正态分布 13 375. 8 1337. 6

弹性系数 E/ M Pa 正态分布 2. 1 � 105 1. 05 � 104

图 4� 轮盘某点的应力的概率密度曲线对比

F ig . 4� Compar ison of probabilistic densit y

funct ions of stress

4 � 结 � 论

� � 通过上面的两个数值算例和一个工程实例,

对于结构的随机响应面方法而言,随着随机多项

式次数的增加,近似的概率密度曲线越来越趋近

于真实的解,即在概率意义下,验证了随机响应面
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方法的收敛性.并且这种收敛性,在数学意义下是

有保证的,因此它相比传统的响应面方法在理论

上更为可靠, 是一种潜在的实用工程方法.
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